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Introduccion

LY 4

Definicion: Cofactor

El cofactor del elemento jj de una matriz A es: (

I+ |

=
)

donde Aj; es la matriz que resulta después de eliminar la fila / y la columna j de la
matriz A.

_l_
_l_

Cij = (=)™ |4y L

En el siguiente ejemplo, calculamos As,

1 =2 5 0 1 2 5 0
1 5 0
2 0 4 —1 2 0 4 —1
A= 31 0 7 3 1 0 7 Ap = 3 ‘2‘ _(1)
0 4 -2 0 0 4 -2 0| -
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Introduccion

Definicion: Determinante de una matriz

El determinante de una matriz A cuadrada de n x n ( |A| or det{A} ) es un mapping o
funcion de M., en R, tal que

| anGii+anCGo+ ...+ a1, Gy, n>2

Octave

donde a; es el elemento jj de la matriz A

Ejemplo: calculo del determinante

I 5 0
A= |:2 4 —1:|~d6tA =ayydet Ay —appdet A;p + ajzdet A3
0 -2

4 —1 2 —1 2 4
dlr;‘:txfl—l-det[_2 0]—5-det|:0 0]—|—0-det|: :|

=1(0=2)=5(0—=0) + 0(=4— 0) = —2

2 —1

4 —1 .
0 0

2 0
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Introduccion

Teorema

Para n = 2, el determinante se puede calcular como la suma ponderada de los
cofactores de cualquier fila o columna

n n
Al =3 ;G =3 3G
= i=1

Ejemplo (...continuacion)

1 5
A= [2 4 —1—’ »dEtA = a31C31 + anCs +anCsn
0 -2 0
= (—=1)*"as; det A3 + (=1)*az det A3y + (—1)*ass det As;

5 0 0 15
_0'4 _1| 752, —1|+02 4|
=0+2(-1)+0=—
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Introduccion

3 —7 8 9 —6
o 2 -5 7 3
Calcular el determinantede A= | 0 0 1 5 0
O o0 2 4 —1
0 0 0 =2 0
Solucioén:
2 — 3
O 1 5 0
detA =3- 0 > 4 1 —0:Cy;4+0:C5;—0-Cy3+0-Cs5;
O 0 =2 0
| 5 0
detA=3.2-|2 4 —1|Emmm) detA=3-2-(-2)=—12
0o =2 0| ejemplo
anterior
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Introduccion

Teorema: Casos particulares utiles

Paran = 2,

|A| = aj1ax — apan

Para n = 3,

|A| = 3811422a33 + 312323331 + 313421332 — 311@23d32 — 3124321333 — 3133224331

+ + + - - -

d f
g i

aei + bfg + cdh - afh - bdi - ceg
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Introduccion

Teorema: Casos particulares utiles (...continuacion)

Si A es una matriz triangular, entonces el determinante de A es el producto de las
entradas de la diagonal principal de A

n
|A|=1_[aij
i=1
1 4 32 2
5 1 2 —-10
0 1 2 -—10 1 12
00 1 1l|=1 8 (1) 1% _1-1‘0 1|_1.1.1|1|_1
00 0 1

Calcular el determinante utilizando expansion de cofactores, requiere O(n!) operaciones. Hay algoritmos
mucho mas rapidos ( O(n®) ) que buscan conseguir una matriz triangular que tenga el mismo
determinante que la matriz original y, por tanto, usando este teorema, hacer el calculo mas rapido
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Propiedades de los determinantes

Teorema: Determinante de una multiplicacion

det{AB} = det{4} det{B}
det{kA} = k™det{A}

Nota: en general, det{A + B} # det{A} + det{B}

Teorema: Determinante de operaciones por filas

1. Si un multiplo de una fila de la matriz A se anade a otra fila para obtener la
matriz B, entonces det{B} = det{A}

2. Si se intercambian 2 filas de la matriz A para obtener la matriz B, entonces
det{B} = — det{A}

3. Si se multiplica una fila de la matriz A por k para obtener la matriz B, entonces
det{B} = k-det{A}
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Propiedades de los determinantes

Consideremos las siguientes transformaciones que son de la forma B = EA

A= |B| = [E[|A] = 1|A|

oo x =
OO -=O
o= OO
= O O O

A= |B| = |E[|A] = —1]|A]

oo+~ O
o O o -
o= OO
- O O O

A= [B| = |E||A| = k|A]

o O O x
o O = O
o= OO
= O O O
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Propiedades de los determinantes

2 4 6
A=| 3 5 7 Al
1 2 3
1 2 3
r < %I’1 By = 3 5 7 |B1| = %lAl = |A| = 2|BI|
1 2 3
1 2 3
nen=3n o [ 1 ) |Ba| = |Bi| =
ry < ry—1ry o 0 o0 Al =2|By|=2(1-(-1)-0)=0
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Propiedades de los determinantes

Teorema

A es invertible, siy solo si, |A| # 0. Enese caso |[A7| = |A|™!

Corolario

Si |A| = 0, entonces las columnas de A no son linealmente independientes

3 -1 2 =5 3 -1 2 =57
0 5 -3 —6 0 5 =3 —6

A=1_6 7 7 4 ‘ detd=det) o 5 3 (="
-5 -8 0 9 F3 € Fy+ 2F, -5 -8 0 9
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Propiedades de los determinantes

Teorema

Para cualquier matriz A € M., se verifica que |A| = |A”|

Corolario

El efecto de las operaciones por columnas sobre los determinantes es el mismo que
el de las operaciones por filas
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Regla de Cramer

La Regla de Cramer es util para una comprension teorica de lo que son los determinantes y sus
propiedades, pero no es tan util para realizar calculos de una manera eficiente

Teorema: Regla de Cramer

Sea A € M,,y,, una matriz invertible. Para cualquier b € R", la j-ésima entrada de la
solucion unica de x de Ax = b es:

_ det{4;(b))
T T det{4)

donde A,(b) es la matriz A en la que la i-esima columna ha sido sustituida por b, es decir,

Ai(b)=(a1 d2 ... dj—1 b djr1 - an)

Demostracion
Seane;(i=1,2,...,n)las columnas de la matriz identidad /,. Consideramos el producto:

Ali(x) = (Ae1 Ae, ... Aei_1 Ax Aeji1 .. Ae,,):
(a1 a ... Qadj_1 b dji1 ... a,,):A,-(b)
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Regla de Cramer

Teorema: Regla de Cramer (...continuacién demostracién)

Ahora tomamos los determinantes en ambos lados

Ai(b)| = [AL(x)| = |Al|l:(x)] = |Alx; = x; = 4

Usar la Regla de Cramer para resolver el siguiente sistema:

3x1 —2x, =6
—le + 4x2 =8
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Regla de Cramer

Teorema: Regla de Cramer (...continuacién demostracién)

Ahora tomamos los determinantes en ambos lados

Ai(b)| = [AL(x)| = |Al|l:(x)] = |Alx; = x; = 4

Usar la Regla de Cramer para resolver el siguiente sistema:
3x1 —2x, =6
—le + 4x2 =8
Solucién 6 -
= a det A;(b 24 + 16
A1(b) [8 4] o de ib) _ 24416
det A 2
4 = 3 -2
- [_5 4 det A>(b) 24 4+ 30
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Regla de Cramer

Considerar el siguiente sistema de ecuaciones
3sx; —2x, =4
—6x1 + sxo =1

en el que s es un parametro no especificado. Determinar los valores de s para los que el sistema
tiene una unica solucioén, y usar la Regla de Cramer para describir la solucion.
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Regla de Cramer

Considerar el siguiente sistema de ecuaciones
3sx; —2x, =4
—6x1 + sxo =1

en el que s es un parametro no especificado. Determinar los valores de s para los que el sistema
tiene una unica solucioén, y usar la Regla de Cramer para describir la solucion.

Solucién
3s —2 4 -2 3s 4

det A =35> — 12 =3(s + 2)(s — 2)

El sistema tiene una Unica solucion cuando s # +2. En esos casos, las soluciones serian:

det A;(b) 4s 4+ 2
= =
! det A 3(s +2)(s — 2)
det 4>(b) 3s + 24 s+ 8
Xp= ——————— =

detA  3(54+2)(5-2) (+2)(-2)
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Inversion de matrices

Algoritmo para invertir una matriz

Sabemos que la inversa es una matriz tal que AA™* = I,, . Si llamamos x; a la i-ésima
columna de A-1, entonces tenemos:

AATL=A(x1 x2 ... Xp)=(e1 e .. e,

Es decir, tenemos que resolver simultaneamente n sistemas de ecuaciones de la forma
AX; = e;. La i-ésima entrada de esas columnas es:

_ Ai(e)]
Xij = A

Si ahora calculamos el determinante en el numerador expandiendo la j-ésima columna,
tenemos |Ai(ej)| = (-1 |Ajl-|, donde A; es la submatriz resultante de eliminar la
J-ésima fila y la i-esima columna (o lo que es lo mismo, el cofactor del elemento i)

SV (—1)™M|A;l G
j [A] — JA]
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Inversion de matrices

Definicion: Adjunta de una matriz

Sea A € M,y,,. La adjunta de la matriz A es otra matriz de n x n, denotada como A* o
adj A, tal que:
Ajj = Cij

Algoritmo para invertir una matriz (...continuacién)

Finalmente tenemos: Cii1 Gy ... Cp
C C C

-1 _ 1 12 22 n2

A= T

C]_n C2n e Cnn

Hay que tener cuidado porque los indices de los cofactores estan traspuestos con
respecto al orden estandar. En consecuencia:

1
A—l — m (AT)*
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Inversion de matrices

Teorema

La adjunta de la traspuesta de una matriz es igual que la traspuesta de la adjunta
(47" = @

2 1 0
Calcularlainversadelamatiz A= (1 1 O > |A| = 1
0 0 1
Solucién
1 0 1 0 1 1
=t 1 9 o1 gy = (pytH2 | 1o | N rpy ) S 1 NS
1 0 2 0 2 1
C21 = (—1)2+1 | 0 1 | = -1 C22 — (_1)2+2 0 i -2 C23 — (_1)2+3 0 0 -0
1 0 2 0 2 1
C31 = (—1)3H! 1 o | =0 C3p = (—1)3+2 T o |=0 Ca3 = (—1)3+3 2 1 ]=1
1 -1 0 . 4 - 1 -1 o\’ 1 -1 0
A=[-1 2 o)=a1l=21@aT=(-1 2 o) =(-1 2 o
0 0 1 TAT 0 0 1 0 0 1
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Areas y voliumenes

Teorema: Area de un paralelogramo, Volumen de un paralelepipedo

Si A € M,,, entonces |det{A}| es el area del paralelogramo formado por las columnas
de A. Si A € M543, entonces |det{A}| es el volumen del paralelepipedo formado por la
columnas de A.

Sea el paralelogramo ABCD con A=(-2, -2), B=(0, 3), C=(4, -1) y D=(6, 4).

El area del paralelogramo puede ser calculado como:

T (B-A C—-A)

¥ detgz(g)e (=2) (41)‘(33))\:

)‘—|—28|—28
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Areas y voliumenes

Teorema: Area después de una transformacion lineal

Consideremos la transformacion T'(x) = AX.
« SiA € M,y ¥y S es un paralelogramo en R?, entonces:
Area{T(S)} = |det{A}| - Area{S}
« Si A € M35y S es un paralelepipedo en R3, entonces:
Volumen{T (S)} = |det{A}| - Volumen{S}

Demostracion

Lo demostraremos para el caso de 2D (el caso 3D seria analogo).
Consideremos las columnas de A, A = (a; a,). Sin pérdida de generalidad, podemos considerar
que S esta en el origen y cuyos lados vienen dados por b, y b,:

S = {x € R?|x = siby + s:b2 V51,5, € [0, 1]}

La imagen de S bajo la transformacion T seria:
T(S) — {y € R2|y = Ax = SlAbl + 52Ab2 VSl, Sy € [0, 1]}

que es otro paralelogramo.
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Areas y voliumenes

Teorema: Area después de una transformacioén lineal (...continuacion)

Por lo tanto, el area de T(S) es:

Area{T(S)} = |det(Ab; Aby)| = |det{A(by by)}| = |det {AB}|
| det A|| det B| = | det A|Area{S}

Teorema

El teorema anterior es valido para cualquier region cerrada en 2 o 3 con area o volumen finito.

Demostracion

Soélo necesitamos dividir la region en paralelogramos (o paralelepipedos) muy pequefos
(infinitamente pequenos) y aplicar el teorema previo para cada una de sus piezas.

(ST T TS
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Areas y voliumenes

Supongamos que el disco unitario definido como
D= {ueR?uf+u3 <1}

es transformado con la transformacion
a 0
T(u) = (O b) u

( ) (ZZ:)}

% » podemos también

para producir
E= T(D)={xe]R2 X =

Explotando los hechos de que x; = au; = u; = 2, x
caracterizar la region transformada como

E={x€]R2

(3)"+ () <1}

que es una elipse solida.
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Areas y voliumenes

Ejemplo (...continuacién)

(O .
!
)T Area{E} = |d<:;cA|Area{D}=(ab)(7r(1)2)
Xy = ma
b

& cru

Universidad
San Pablo




« Tema 4 Enunciados de gjercicios Il

& ceu

Universidad

San Pablo

Ejercicio 3.3.1

Ejercicio 3.3.7

Ejercicio 3.3.11
Ejercicio 3.3.21
Ejercicio 3.3.25
Ejercicio 3.3.26
Ejercicio 3.3.29



